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M una varieta differenziale.

I HP(M,R) —  His(M)*
co Lon ).
Cc
Ometteremo di scrivere il suffisso co nell’'omologia singolare.

Successione di Mayer—Vietoris per la coomologia di de Rham.

M = U U V. Consideriamo la successione

0 EX(M) S gX(U) @ 5 (V) B eX(Un V) — 0



definita da

a(w) = (wlu,wlv) »  Blw,v) = wlunv — ¢lunv -

Successione esatta.
« iniettiva e che ker8 = Ima & ovvio (8 & suriettiva 77



Si prende una partizione dell'unita {py, pv} relativa al
ricoprimento {U, V'}. Sia w € £2(U N V).

o — pyw, in UnNnvVv ) —puw in UnNnvVv
Yo, in U\UNV Yo, in V\un
(1)

W =wylunv —wWviunv

e dunque [ & suriettiva.



« e 8 sono omomorfismi di complessi, nel senso che il diagramma

0——EK(M) KUY @ EX(V) ——=EX(UN V) —=0

J wa) J

0 ——EHY(M) —= L (U) @ EMH (V) —= Y (UN V) —=0

commuta, per ogni k.
Quindi vi & una successione esatta lunga, detta di Mayer—Vietoris:

co o HEL(M) S HEL(UD)@HE(V) B HER(UNV) S HEFY (M) —
dove

a(lw]) = ([wlul: [wlv]),  B(w] [¢]) = [wlunv = ¢luav]-



Da definire 4.
Data una classe [w] € H5.(U N V), dove w & una forma chiusa in
U NV, si definiscono wy e wy come prima . Consideriamo

(dwy, dwy) € EFLHU) @ EFFL(V) .

dwy|yny — dwy|,,, = dw = 0, esiste una forma ¢ € EK(M) tale
che ¢|y = dwy e |y = dwy. La forma ¢ & chiusa e si pone:

o([w]) = [¢] - ()



Lemma
Sia M una varieta differenziale. Siano U e V' due aperti in M tali
che UUV = M. Allora vi é un diagramma commutativo

e H(UN V) —2 H(U) @ He(V) 2 H (M) — % H (U V)

R
= HE(U N V)* 2 i (U) @ Hl(V) % Hg(M)* = H (U n V)
dove a, b, 0 sono le applicazioni che definiscono la successione di

Mayer—Vietoris in omologia, mentre «*, B* e §* sono le trasposte
dia,Bed.



Dim. Si tratta di considerare i tre quadrati. Si ha

gr(e)(w,v) = 1(c)B(w,v)
= I(c)(wlunv — ¥lunv)
= /W|Umv— lunv
/w /w (poiché c € Z,(UN V))

= (I, 1)(e,e)w,¥)
(1, Na(e)(w, ) -

Cosivia.



Una varieta di tipo finito & una varieta M che puo ricoprirsi con un
numero finito di aperti Uy, ..., Uy, tali che ogni intersezione

Uy, Nn---N U, se non vuota, & diffeomorfa a un aperto stellato di
RY d = dim M.

Il lemma di Poincaré ci dice che se U & un aperto stellato di R
allora:
R, k=0

Hi(U,R) = H5(U) =
(U, R) ar(U) {07 k>0



M & di tipo finito allora gli Hx(M,R) sono finito—dimensionali.
Procediamo per induzione nel numero degli aperti.

Se vi & un solo aperto, M stesso & stellato e non c’& nulla da
dimostrare.

VERO per varieta M che sono unione di n — 1 aperti a mutua
intersezione stellata.

Supponiamo che M = Uy U---U U, e che Uy N---N U, se non
vuoto, sia stellato. Poniamo

u=U;, v=UuU---UU,,



U,V e UN V sono di tipo finito e soddisfano I'ipotesi induttiva, e
quindi Hk(U), Hk(V) e H (U N V) sono finito—dimensionali. Dalla

successione di Mayer Vietoris segue che anche H,(M) &
finito—dimensionale.

Esempi di varieta di tipo finito sono le varieta triangolabili
compatte in cui si prendono come aperti del ricoprimento le stelle
dei vertici della triangolazione. La stella di un vertice v ¢ |'interno
dell’'unione di tutti i triangoli che hanno v come vertice:

Un esempio di varietd che non & di tipo finito & R\ Z. In effetti,
se R?\ Z fosse di tipo finito si avrebbe
dim H}(R? \ Z,R) < co,mentre H}(R?\ Z,R) X R®R @ ...).



Siamo ora in grado di enunciare il teorema di de Rham.

Theorem
(di de Rham) Sia M una varieta di tipo finito allora

I+ HE (M R) — Hig(M)
é un isomorfismo, ¥V k > 0.

Dimostrazione. Si procede, come sopra, per induzione sul numero
degli aperti di un ricoprimento che rende M di tipo finito. Il caso
n =1 si riduce alla Lemma di Poincaré,

Vero per le varieta che sono unione di n — 1 aperti a mutua
intersezione stellata.

M = Uy U---UU, e supponiamo che U; N---N U, se non vuoto,
sia stellato. Scriviamo U= Uy, V=U U---U U,,.

Le ipotesi induttive valgono per U, V e UN V. A questo punto si
conclude guardando il diagramma del lemma (1), usando
I'induzione e il Lemma dei cinque.



Orientazione e integrazione sulle varieta orientate

Introduciamo innanzitutto il concetto di orientazione.

Sia M una varieta differenziabile. Si dice che M & orientabile se &
possibile introdurre in M un atlante {(U,, pq)} tale che, in
©a(Us N Ug), il determinante dello jacobiano J,s di psp,! sia
positivo. La varieta M si dira orientata una volta che si & scelto su
M un atlante massimale che goda della suddetta proprieta. Le
carte di questo atlante si dicono positivamente orientate.



Lemma
Una varieta n-dimensionale M é orientabile se e solo se esiste una
forma differenziale w € £"(M) tale che w(p) # 0, Vp € M.
Dim. Supponiamo M orientabile e sia {(Ua, ©a)} un atlante con
det(Jo5) >0
Siano xi, ..., X, coordinate in R" e scriviamo x{* = x; 0 ,. Sia
{pa} una partizione dell’unita subordinata al ricoprimento {U, }.
Si definisca

M:Zpadxf‘/\~-/\dxff .

«

Per calcolare p(p) si supponga p € Ug. Allora

plu, = <Z Pa det(Ja5)> dxlﬁ A AdxP

Si ha che (3 po det Jys(p) > 0, e dunque pu(p) # 0.



Viceversa data una p € £"(M) con p(p) # 0, per ogni p € M, si
costruisce un atlante {(U, ¢4 )} includendo in esso solo quelle carte

/.1/ PICECICIEY >O-
8X] 6Xn

Scrivendo u localmente

w=fodxy' A Adxy

no

cio equivale a dire che f, > 0. D’altro canto in U, N Uz si ha
fo = (det J,3)fs e dunque det(Jyp) > 0.



Siano M e N due varieta orientate della stessa dimensione n. Sia
(risp. ) una n-forma in M (risp. N) che definisce |'orientazione su
M (risp. N). Sia F : M — N una applicazione C*°. Si dice che F
conserva |'orientazione se F*v = fu con f € £°(M) e ovunque
positiva.

Come abbiamo gia ricordato, se F: A — F(A) = B & un
diffeomorfismo tra due aperti di R” allora

/F(A)f:/Adet(JF)yfoF (3)

dove Jg e la matrice jacobiana di F.



Ora data una n-forma w in R" vi & un unico modo di scriverla nella
forma
w="Ffdxg A---Adx,

Joo= it

cosi, la formula (3) puo riscriversi

dove va preso il segno + se F conserva |'orientazione e il segno —
se la inverte.

e, per definizione si pone



Vogliamo ora introdurre la nozione di dominio regolare in una
varieta orientata. Si intende con cio un aperto connesso G C M
avente la seguente proprieta. Per ogni punto p € G esiste una
carta locale (positivamente orientata)

p:U—oU)CR"
con p(p) =0 e con

GAU=¢H(x, ... xn) ER"|x, > 0}



In particolare gli omeomorfismi
¢ =¢lac: 06N U = p(dGNU) c R

costituiscono un atlante per una struttura differenziabile su 9G che
cosi diventa una varieta (n — 1)-dimensionale.

E anche chiaro che se v € un'altra carta di M intorno a un punto
p € 0G, del tipo sopra descritto, e se

ngo_l(xl,Xg, coosxn) = (Fi(x1y o xn)s ooy Fa(x, -« Xn))

allora Fp(x1,...,%,-1,0) =0 e (OF,/0xn)(x1,...,%n-1,0) > 0.
Ne segue che la matrice jacobiana di 1o ~! quando ristretta e
X, = 0 ha la forma

=



Dunque J', che & lo jacobiano di 9|sc(¢|oc) ™!, ha determinante
positivo, e quindi I'atlante che definisce la struttura differenziale su
0G ne definisce anche una orientazione.

Ebbene, se n & pari prenderemo questa come orientazione del bordo
0G, se invece n & dispari, prenderemo |'orientazione opposta.

Naturalmente una varieta compatta & un dominio regolare con
bordo vuoto.



Vogliamo ora definire I'integrale esteso a una regione regolare
G C M, di una n-forma w € £"(M) a supporto compatto.

Definiremo n-simplesso regolare orientato un diffeomorfismo
orientato o tra un aperto U in R” contenente |I'n-simplesso
standard A, e un aperto o(U) di M.

A,cUZSo(U)CT M
Dato un dominio regolare G C M considereremo tutti gli

n-simplessi regolari orientati o tali che o(A,) C G, oppure tali che
o(Ap) C Geoa(Ay)NIG =o0jp(Ap-1).



Per ogni simplesso del primo tipo prendiamo gli aperti U contenuti
nell'interno di o(Ap).

Per ogni simplesso del secondo tipo prendiamo gli aperti U del tipo
o(V), dove V & un piccolo intorno di un punto della n-sima faccia
di A, che incontra il bordo di A, solo in quella faccia e tale che
o(V)Co(An)UMNG



Sia ora w € £"(M) una n-forma a supporto compatto. Ricopriamo
supp(w) N G con un numero finito di aperti Ui, ..., U, del tipo
sopra descritto, e poniamo Uy = M ~ suppw N G. Per costruzione
gli aperti Uy, ..., U, sono associati ad altrettanti simplessi regolari
orientati o1, ...,0p. Sia {p;} una partizione dell'unita relativa al
ricoprimento {U;}. Definiamo

/G“’:é/mp’“" (5)

Dimostriamo che questa definizione non dipende dalle scelte fatte.
Supponiamo che Vg, Vi, ..., Vi sia un altro ricoprimento dello
stesso tipo. Siano 7,..., 7k i relativi k-simplessi regolari orientati,
e sia {\;} una partizione dell'unita associato al ricoprimento {V;}.
Si ha



i/ Piw:i/ (jil/\j) p’w:ii/_AjPiW

i=1v7i j=1v7i i=1 j=1"9i
In modo simile si ottiene

zk:/,Af‘“:zh:Zk:/)jPiW-

j=17Ti i=1 j=1"7i



D’altro canto, essendo o; e 7; positivamente orientati, per la (4), si

ha
/ Ajpiw = / ;i (Ajpiw)
aj An

= [ i)
(o7 1)An

= [ @y i)
= [ )
Anp



Dunque la definizione & ben posta. Possiamo ora dimostrare la
seconda versione del teorema di Stokes

Theorem

(di Stokes, seconda versione)Sia M una varieta differenziale
orientata di dimensione n. Sia G C M una regione regolare. Sia
w € E"Y(M) a supporto compatto. Allora

/dw:/ w .
G oD

Dim. Siano pg, p1,---,pPk , O1,--.,0k scelti come nella formula
precedente Si osservi che, per costruzione, pg = 0 in un intorno di
suppw N G e dunque Zf-;l pi = 1in un intorno di suppw N G. In
un tale intorno si ha



Quindi
k
dw = d(pi
/G w ;/G (piw)
k
= > diow)
i=1"79i
k
= ;/aaipfw.

Supponiamo ora che o} sia un simplesso tale che 0;(A,) C G,
poiché supp(pjw) C Int (c;(Ap)) si ottiene

/ piw=20".
do;



Supponiamo ora che o; sia del secondo tipo e che ciog

oijn(Ap) C OG. Si osservi che, per come si & deciso di orientare
0G, se n & pari 0;j, conserva |'orientazione mentre la inverte se n &
dispari.

Dunque

/ p;w:(—l)"/ p;w:(—1)2"/ p,-w:/ piw .
do; Jn0o; oG oG

Questa relazione e i risultati precedenti concludono la
dimostrazione del teorema di Stokes.

Sia M una varieta orientata compatta di dimensione n. Sia
w € E"Y(M). Allora

dw=0.
M

Infatti M & una regione regolare con bordo vuoto.



